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z = a + jb 
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Μοναδικι Διακριτι ϊςθ 
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2ο ΜΑΘΘΜΑ 

n 
ΕΒΔΟΜΑΔΑ 

x(n) 
#ΦΟΙΤΘΤΩΝ 

1 7 

2 8 

3 5 

4 2 

5 0 

6 1 

7 4 

 

 

n x(n) 

1 1,8 

2 1,7 

3 1,75 

4 1,8 

5 1,85 

6 1,9 

7 1,90 

 



 

Πταν το n είναι ακζραιοσ μιλάμε πάντα για διακριτό χρόνο. 

 

 

  x(n)|n=-5=0 

        x(n)|n=4=1 

        x(n)|n=500=0 

 

 

 

 

x(n) = 2n 



 

x(200)=2*200=400 

x(2,5)=ΔΕΝ Ο΢ΙΗΕΤΑΙ! 

 

Το x(n) παίρνει οποιαδιποτε τιμι, ενϊ το n είναι μόνο ακζραιοσ αρικμόσ. 
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ΜΟΝΑΔΙΑΙΑ ΔΙΑΚ΢ΙΤΘ ΩΣΘ 

(πεπεραςμζνου μικουσ) 
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ΒΘΜΑΤΙΚΘ ΣΥΝΑ΢ΤΘΣΘ 

(άπειρου μικουσ) 

 

Σιμα Ρεπεραςμζνου Μικουσ 

ΣΕΛΙΔΑ 6 – ΣΧΘΜΑ ΚΑΤΩ-ΚΑΤΩ 

 

Σιμα Άπειρου Μικουσ 
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x1(n)=n    x2(n)=2x1(n)=2n κλιμάκωςθ κατά πλάτοσ 

 

          

           

μετατόπιςθ του 

ςιματοσ μια κζςθ 

αριςτερά 

μετατόπιςθ του 

ςιματοσ μια κζςθ 

αριςτερά 

περιςτρζφεται 

κατά 180° ςτον 

κατακόρυφο άξονα 

περιςτρζφεται 

κατά 180° ςτον 

κατακόρυφο άξονα 

μετατόπιςθ του 

ςιματοσ μια κζςθ 

δεξιά 

μετατόπιςθ του 

ςιματοσ μια κζςθ 

δεξιά 



               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

μετατόπιςθ δεξιά μετατόπιςθ δεξιά μετατόπιςθ 

αριςτερά 

μετατόπιςθ 

αριςτερά 



3ο ΜΑΘΘΜΑ 

Ρ΢ΟΣΟΧΘ! Πταν ζχουμε αντιςτρζψει τθ ςυνάρτθςθ, δθλ. u(-n), τότε θ μετατόπιςθ πάει με αντίκετθ 

φορά. 
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ιςχφει και για αφαίρεςθ και για πολλαπλαςιαςμό 
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n x1(n) x2(n) 3x1(n)-2x2(n) 

-3 1 0 3·1-0=3 

-2 1 0 3·1-0=3 

-1 1 0 3·1-0=3 

0 1 1 3·1-2·1=1 

1 2 1 3·2-2·1=4 

2 1 1 3·1-2·1=1 

3 1 1 3·1-2·1=1 

4 0 0 3·0-2·0=0 
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n x1(n) x2(n) 2x1(n)-x2(n) 

-3 1 -1 2·1-(-1)=3 

-2 -1 1 2·(-1)-1=-3 

-1 0 2 2·0-2=-2 

0 0 1 2·0-1=-1 

1 1 2 2·1-2=0 

2 2 1 2·2-1=3 

3 1 -1 2·1-(-1)=3 
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4ο ΜΑΘΘΜΑ 

 

( ) ( 1) [ ( 2) ( 3)]nx n u n u n      

 

 

1

1

1 2

( ) ( 1)

( ) ( 2) ( 3)

( ) ( ) ( )

nx n

x n u n u n

x n x n x n

 

   

 

 

 

x1(n) x1(n) x2(n) x2(n) 



 

 

 

Μοναδιαία ςυνάρτθςθ βιματοσ ωσ προσ ςυνάρτθςθ δζλτα 

 

 

Ρεριοδικά Σιματα 

: ( ) ( )N x n x n kN n     δθλ. αν προςκζςω ζναν ακζραιο αρικμό ςτο n, τότε τθ 

χρονικι ςτιγμι n+N ζχει το ίδιο πλάτοσ με τθν τιμι n 

για n0  n0 ± kN 

x(n0) = x(n0 + N) 

 

Δίνεται ςιμα x(n)=n. Είναι περιοδικό; 



 

 

αφοφ δεν υπάρχει ακζραιο Ν για να υπάρχει ίδιο πλάτοσ, ΔΕΝ είναι περιοδικό.  
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Άρα το ςιμα είνα περιοδικό με περίοδο u=16.  
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΢υμμετρικέσ Ακολουθίεσ 

-άρτια, x(n)=x(-n)  (ςυμμετρικά ωσ προσ τον κατακόρυφο άξονα) 

-περιττά, x(n)=-x(-n)   (ςυμμετρικά ωσ προσ τθν αρχι των αξόνων) 

 

 

x1(n) x1(n) x2(n) x2(n) 
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άρτιο       περιττό 

 

x1(n): άρτιο 

x2(n): περιττό 

1 2

1 1

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ ( )] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

y n x n x n

x n x n

x n x n x n x n

y n x n x n x n x n x n x n y n y n y n

 

 

      

                

 

άρα περιττό y(n) 

 

- άρτιο · άρτιο = άρτιο 

- άρτιο · περιττό = περιττό 

όταν ζχουμε άρτιο αρικμό περιττϊν ςθμάτων, βγαίνει άρτιο. Πταν ζχουμε περιττό αρικμό περιττϊν 

ςθμάτων, βγαίνει περιττό. 

 

x1(n): άρτιο  x1(n) = x1(-n) 

x2(n): περιττό  x2(n) = -x2(-n)  x2(-n) = -x2(n) 

x3(n): περιττό  x3(n) = -x3(-n)  x3(-n) = -x3(n) 

y(n) = x1(n)· x2(n)· x3(n) 
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άρα άρτιο 



 

5ο ΜΑΘΘΜΑ 
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΢υςτήματα Διακριτοφ Χρόνου 

 

 

 

 

π.χ. 2( ) ( )n x n   

 

 

 2

0 0( ) ( )x n x n    δεν κζλει μνιμθ 

 

 

       
0

( )
( )

( 1)

x n
x n

x n



 άρα πρόςκεςθ 2 χρονικϊν ςτιγμϊν, άρα κζλει μνιμθ 

 

ΙΔΙΟΤΘΤΕΣ 

 Υπζρκεςθ (Επαλλθλία) 

 

 

 

 

 

 

 

Αν το (1)=(2), τότε ιςχφει θ υπζρκεςθ και άρα κα ιςχφει και y(n) = y1(n)+y2(n) 

 

Τ*·+ Τ*·+ X(n) X(n) 

ΕΙΣΟΔΟΣ ΕΙΣΟΔΟΣ 

ψ(n) = Τ*Χ(n)] ψ(n) = Τ*Χ(n)] 

ΕΞΟΔΟΣ ΕΞΟΔΟΣ 

Σφςτθμα διακριτοφ χρόνου Τ*·+ Σφςτθμα διακριτοφ χρόνου Τ*·+ 

  
x(n) x(n) ψ(n)=x2(n) ψ(n)=x2(n) 

x(n) x(n) ψ(n)=x (n)+x(n-1) ψ(n)=x (n)+x(n-1) 

Τ Τ 
x1(n) x1(n) ψ1(n)=Τ*x1(n)] ψ1(n)=Τ*x1(n)] 

Τ Τ 
x2(n) x2(n) ψ2(n)=Τ*x2(n)] ψ2(n)=Τ*x2(n)] 

+ +  ψ1(n)+ψ2(n)=Τ*x1(n)]+ Τ*x2(n)]  ψ1(n)+ψ2(n)=Τ*x1(n)]+ Τ*x2(n)] 

Τ Τ 
x1(n)+x2(n) x1(n)+x2(n) ψ(n)=Τ*x1(n)+x2(n)] ψ(n)=Τ*x1(n)+x2(n)] 

(1) (1) 

(2) (2) 



 Ομογζνεια 

 

 

 

 

 

 

 

αν το y1(n) = y2(n) τότε ιςχφει θ ομογζνεια. 

 

π.χ. Ζχω το ςφςτθμα του διακριτοφ χρόνου y(n) = log(x(n)). Να εξεταςτεί αν ιςχφει θ αρχι τθσ 
υπζρκεςθσ και θ ομογζνεια. 

?

? ?

[ ( )] [ ( )]

log( ( )) log( ( )) log( ) log( ( )) log( ( ))

T cx n cT x n

cx n c x n c x n c x n



   

 

Ρρζπει να ιςχφει για όλεσ τισ τιμζσ του n και του c. Αφοφ αυτό δεν ιςχφει παρά ίςωσ για μία μόνο τιμι, 
το αρχικό δεν ιςχφει, άρα το ςφςτθμα δεν είναι ομογενζσ. 

 

?

1 2 1 2

?

1 2 1 2

?

1 2 1 2

[ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]

log( ( ) ( )) log( ( )) log( ( ))

log( ( ) ( )) log( ( ) ( ))

T x n x n T x n T x n

x n x n x n x n

x n x n x n x n

  

  

  

 

άρα δεν ιςχφει θ αρχι τθσ υπζρκεςθσ 

 

π.χ. 
( 1) ( 1)

( ) 6 ( )
( )

x n x n
y n x n

x n

  
    υπζρκεςθ? ομογζνεια? 

Τ Τ 
x(n) x(n) 

ψ(n)=Τ*x(n)] ψ(n)=Τ*x(n)] 

  

c c 

y1=c·y(n)=c·Τ*x(n)] y1=c·y(n)=c·Τ*x(n)] 

Τ Τ 
c·x(n) c·x(n) 

y2=Τ*c·x(n)] y2=Τ*c·x(n)] 



?

1 2 1 2

?
1 2 1 2

1 2

1 2

1 1 2 2
1 2

1 2

[x (n) x (n)] [x (n)] [x (n)]

(x (n 1) x (n 1)) (x (n 1) x (n 1))
6(x (n) x (n))

x (n) x (n)

x (n 1) x (n 1) x (n 1) x (n 1)
6x (n) 6x (n)

x (n) x (n)

T T T  

      
  



     
  

 

άρα δεν ιςχφει θ αρχι τθσ υπζρκεςθσ 

 

?

?

?

[ ( )] [ ( )]

( ( 1)) ( ( 1)) ( 1) ( 1)
6(c x(n)) 6 ( )

( ) ( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
6 (n) 6 ( )

( ) ( )

T c x n cT x n

c x n c x n x n x n
c x n

c x n x n

cx n x n x n x n
cx cx n c

x n x n

 

        
     

  

   
  

 

άρα ιςχφει θ ομογζνεια 

 

π.χ. ( ) ( ) sin
2

n
y n x n

 
   

 
  υπζρκεςθ? ομογζνεια? 

?

1 2 1 2

?

1 2 1 2

[x (n) x (n)] [x (n)] [x (n)]

(x (n) x (n)) sin x (n) sin x (n) sin
2 2 2

T T T

n n n  

  

     
          

     

 

άρα ιςχφει θ αρχι τθσ υπζρκεςθσ 

 

?

?

?

[ ( )] [ ( )]

(c x(n)) sin ( ) sin
2 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
6 (n) 6 ( )

( ) ( )

T c x n cT x n

n n
c x n

cx n x n x n x n
cx cx n c

x n x n

 

 

    
        

    

   
  

 

άρα ιςχφει θ ομογζνεια 

 

 



Γραμμικό Σφςτθμα 

1 1 2 2 1 1 2 2[ x (n) x (n)] [x (n)] [x (n)]T a a aT a T    

το ςφςτθμα ςτο οποίο ιςχφει και θ ομογζνεια αλλά και θ αρχι τθσ υπζρκεςθσ. 

 

 

6ο ΜΑΘΘΜΑ 

 

( ) ( ( 1) ( 1)]

( ) ( ) ( )
k

x n n u n u n

x n x k n k




   

 

 

 

 

( ) ( 1) ( 1) (0) (0) (1) ( 1) (2) ( 2) (3) ( 3) ... ( ) ( )x n x n x x n x n x n x k n k                   

 

Κρουςτικι Απόκριςθ 

x(n) = δ(n) 

 

 

 

ζξοδοσ ςυςτιματοσ όταν κζςουμε ςτθν είςοδο τθ μοναδιαία διακριτι ϊςθ. 

Τ[ ] Τ[ ] 
x(n) = δ(n) x(n) = δ(n) 

ψ(n)=h(n)=Τ*δ(n)] ψ(n)=h(n)=Τ*δ(n)] 



 

- Αμεταβλθτότθτα ςτθ μετατόπιςθ 

Αν το ςφςτθμα είναι αμετάβλθτο, τότε θ είςοδοσ μετατοπίηεται 2 κζςεισ αριςτερά. Τότε και ςτθν ζξοδο 

κα μετατοπιςτεί 2 κζςεισ αριςτερά. 

Θ μετατόπιςθ κα είναι ίδια. Το ψ(n)=3 είναι μεταβλθτό. 

 

- Γραμμικά ςυςτιματα αμετάβλθτα ςτθ μετατόπιςθ 

Τα ςυςτιματα που είναι γραμμικά όςο και αμετάβλθτα ςτθ μετατόπιςθ 

a) υπζρκεςθ 

b) ομογζνεια  πρζπει να ιςχφουν 

c) αμεταβλθτότθτα 

 

- Αιτιότθτα 

 

 

 

 

 

 

 

Το ςφςτθμα είναι αιτιατό όταν εξαρετάται από τισ παρελκοντικζσ τιμζσ χρόνου ζωσ τθν παροντικι, π.χ. 

ψ(n0) = x(n0+3), y(n0) = x(n0). Ενϊ μθ αιτιατό όταν εξαρτάται από μελλοντικζσ, π.χ. y(n) = x(n0-6).  

 

αιτιατό αιτιατό 

μθ αιτιατό μθ αιτιατό 

παρελκοντικζσ τιμζσ παρελκοντικζσ τιμζσ μελλοντικζσ τιμζσ μελλοντικζσ τιμζσ 

…   n0-4    n0-3    n0-2    n0-1    n0 …   n0-4    n0-3    n0-2    n0-1    n0 n0+1    n0+2    n0+3    n0+4 ….. n0+1    n0+2    n0+3    n0+4 ….. 



0
0 0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

( 1)1 3
( ) ( ) ( 7)

2 12

( ) ( 1)

( 5) ( 1) ( 2)
( )

( )

( ) ( 3) ( 1)

( ) ( n) 0 ( )

x n
y n x n x n ό

y n cx n ό ί ά ό έ

x n x n x n
y n ό

x n

y n x n x n ό

y n x n n n y n




       





 


     

   

  
  

    

       0

0 0 0 0 0

( )

0 ( ) ( )

ά x n

n n n y n x n

 

  



    

 

  π.χ. n=3  y(3) = x(-3) 

          n=-3  y(-3) = x(-(-3)) = x(3) 

( ), 0
( ) (| |)

( ), 0

x n n ό
y n x n

x n n ύ ό ύ ί ό



     


   

 
 

, 0
| n |

, 0

n n

n n


 

 
 άρα το ςφςτθμα δεν είναι αιτιατό. 

 

 

 

0 0 0( ) ( 3) ( ) ( ) ( )y n u n x n u n x n       

 

αφοφ είναι μια ςυνάρτθςθ γνωςτι που δεν τθν παίρνουμε ςτθν είςοδο, δεν μασ 

ενδιαφζρει 

 



(1) ( , 4] : ( ) ( 3) ( ) ( ) ( )

(n) 0 x(n) 1 x( n) x( n)

(2) [ 3,0] : (n) 1 x(n) 1 x( n) ( ) x( n)

(3) [1, ) : (n) 1 x(n) 0 x( n) ( )

n y n u n x n u n x n

y

ό

n y x n

ό

n y x n

ό







       

      

         

       

 

  άρα ςυνολικά το αρχικό ςφςτθμα είναι μθ αιτιατό! 

 

 

 

 



- Ευςτάκεια 

αν | ( ) |x n A    φραγμζνο ςφςτθμα 

 

 

τότε | ( ) |y n B κα είναι φραγμζνθ και θ ζξοδοσ, όχι με τθν ίδια τιμι πλάτουσ ςτθ φραγι. 

 

x(n) = n  μθ φραγμζνθ 

( ) sin(x(n)) 1y n      ευςτακζσ γιατί το sin είναι φραγμζνθ ςυνάρτθςθ μεταξφ του -1<sin<1. 

 

 

 

- Αντιςτρεψιμότθτα 

 

 

1
( ) 2 ( ) ( ) ( )

2

3 (3) 2 (3) 2 (3) 2 2 4

5 ( 5) 7 ( 5) 2 ( 5) 2 7 14

1 1
5 ( 5) 14, ( 5) ( 5) 14 ( 5) 7

2 2

y n x n x n y n

n x y x

n x y x

n y ά x y x



 

  

       

           

            

 

Τ[ ] Τ[ ] 
x(n)  x(n)  y(n) y(n) 

Τ[ ] Τ[ ] 
x(n)  x(n)  ψ(n)=Τ*x(n)] ψ(n)=Τ*x(n)] 



όταν από τθν ζξοδο μπορϊ να βρω τθν είςοδο, τότε το ςφςτθμα λζγεται αντιςτρζψιμο. 

 

1
( ) ( ) ( ) ( )

1
5 (5) 10 (5) 10 2

5

0 (0) 7 (0) ?

y n nx n x n y n
n

n y x

n y x

   

      

    

 

αφοφ υπάρχει ζςτω μια τιμι για τθν οποία δεν μπορϊ να υπολογίςω τθν είδοςο, το ςφςτθμα λζγεται 

μθ αντιςτρζψιμο. 

1
( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

1
y n n x n x n y n

n
    


 μθ αντιςτρζψιμο για n=1, άρα όλο μθ αντιςτρζψιμο 

3 1
( ) ( ) ( ) ( )

32

2

y n n x n x n y n

n

 
     

  

 αντιςτρζψιμο αφοφ το n είναι πάντα ακζραιοσ αρικμόσ 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

y n
y n n x n x n

n



    


 αντιςτρζψιμο 

2

2

( ) ( ) ( )
( ) ( 2) ( ) ( ) ( )

2 ( 1) 2( 1) ( 1)( 2)

y n y n y n
y n n n x n x n x n

n n n n n n n
        

      
  

 για n=1 και n=-2 μθ αντιςτρζψιμο 

2 2 2

2

( )
( ) ( 1) ( ) ( ) , 1 0 1

1

y n
y n n x n x n n n

n
         


 αντιςτρζψιμο 

 

7ο ΜΑΘΘΜΑ 

( ) ( 3) ( 2) ( ) (| |)

( 3) ( 2) ( ) x(n), 0 ( 3) ( 2) x(n), 0
( )

( 3) ( 2) ( ) x( n), 0 ( 3) ( 2), 0

y n n x n u n x n

n x n u n n n x n n
y n

n x n u n n n x n n



   

   

   

        
  

        

 

 

 ΢υνέλιξη 

παρελκοντικι 

τιμι 

παρελκοντικι 

τιμι 

τρζχουςα τιμι τρζχουςα τιμι 

0 0 

1 1 



Θ ςχζςθ μεταξφ τθσ ειςόδου x(n) ενόσ γραμμικοφ ςυςτιματοσ και αμετάβλθτου κατά τθ μετατόπιςθ και 

τθσ εξόδου y(n) δίνεται από το άκροιςμα τθσ Συνζλιξθσ. 

 

 

 

 

 

 

- Ιδιότθτεσ 

a) Αντιμετακετικι  ( ) ( ) ( ) ( )x n h n h n x n    

b) Ρροςεταιριςτικι  1 2 1 2[ ( ) h ( )] ( ) ( ) [h ( ) ( )]x n n h n x n n h n      

c) Επιμεριςτικι  1 2 1 2( ) [h ( ) ( )] ( ) h ( ) x(n) ( )]x n n h n x n n h n       

 

 

 

 

 

πεπεραςμζνο ςτο διάςτθμα *-2,3] 

πεπεραςμζνου μικουσ 

 

Τ[ ? ] Τ[ ? ] 
x(n)=δ(n)  x(n)=δ(n)  y(n)=h(n) y(n)=h(n) 

h(n) h(n) 
x(n)  x(n)  ( ) ( )

k

x k h n k




 ( ) ( )
k

x k h n k




y(n)= x(n)*h(n)=  y(n)= x(n)*h(n)=  

κρουςτικι απόκριςθ κρουςτικι απόκριςθ 
μοναδιαία διακριτι 

ϊςθ 

μοναδιαία διακριτι 

ϊςθ 

h(n) h(n) 
x(n)  x(n)  y(n)= x(n)*h(n)  y(n)= x(n)*h(n)  



 

y(n)  πεπεραςμζνο ςτο διάςτθμα *-2+(-2),3+2]=[-4,5] 

- Υπολογιςμόσ τθσ Συνζλιξθσ 

a) μζκοδοσ του κανόνα (Μόνο ςε ςιματα πεπεραςμζνου μικουσ) 

 

Τιμζσ πλάτουσ ςυνζλιξθσ x(-2) 
 

x(-1) x(0) x(1) x(2) x(3) 

x(n) 2 2 0 1 2 1 

( 4) 2( 2) 4y       -2      

( 3) 2( 1) 2( 2)

2 4 6

y      

   
 

-1 -2     

( 2) 2 0 2( 1) 0(2)

0 2 0 2

y       

   
 

0 -1 -2    

( 1) 2 1 2 0 0( 1) 1( 2)

2 0 0 2 0

y          

   
 

1 0 -1 -2   

(0) 2 2 2 1 0 0 1( 1) 1y           2 1 0 -1 -2  

(1) 2 2 0 1 1 0 2( 1) 1( 2)

4 0 0 2 2 0

y           

    
 

 2 1 0 -1 -2 

(2) 0 2 1 1 2 0 1( 1)

0 1 0 1 0

y         

   
 

  2 1 0 -1 

(3) 1 2 2 1 1 0 2 2 0 4y               2 1 0 

(4) 2 2 1 1 4 1 5y             2 1 

(5) 1 2 2y          2 

 

 



γραφικι παράςταςθ ςυνζλιξθσ 

 

 

π.χ. 

  



 

 

x(-2) x(-1) x(0) x(1) x(2) 

1 -1 1 -1 1 

2     

1 2    

2 1 2   

 2 1 2  

  2 1 2 

   2 1 

    2 

 

y(n)=x1(n)*x2(n)  

 [-1+(-2),1+2]  [-3,3] 

( 3) 1 2 2

( 2) 1 1 ( 1) 2 1 2 1

( 1) 1 2 ( 1) 1 1 2 2 1 2 3

(0) ( 1) 2 1 1 ( 1) 2 2 1 2 3

(1) 1 2 ( 1) 1 1 2 2 1 2 3

(2) ( 1) 2 1 1 2 1 1

(3) 1 2 2

y

y

y

y

y

y

y

   

         

           

             

          

         

  
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( ) 0.5 [ ( ) ( 6)]

( ) 2sin [ ( 3) ( 4)]
2

x n n u n u n

n
h n u n u n



  

 
    

 

 

 

 



( ) [ 2,0,2,0,2,0,2]h n    

 

 

y(n)  [1+(-3),5+3]  [-2,8] 

 

x(1) x(2) x(3) x(4) x(5)  

0.5 1 1.5 2.0 2.5  

2     y(-2)=1 

0 2    y(-1)=2 

-2 0 2   y(0)=2 

0 -2 0 2  y(1)=2 

2 0 -2 0 2 y(2)=3 

0 2 0 -2 0 y(3)=-2 

-2 0 2 0 -2 y(4)=-3 

 -2 0 2 0 y(5)=3 

  -2 0 2 y(6)=2 

   -2 0 y(7)=-4 

    -2 y(8)=-5 

 



 

 

1

2

( ) [ ( 1) ( 2)]

( ) | | [ ( 2) ( 1)]

( ) cos [ ( 1) ( 1)]
2

x n n u n u n

h n n u n u n

n
h n u n u n



   

   

 
    

 

 

 

 

 

 

h2(n) 

 

h2(n) 

 

x(n)  x(n)  y(n)=? y(n)=? 

h1(n) h1(n) 

x(n)  x(n)  y(n)=? y(n)=? heq(n)= h1(n) + h2(n) heq(n)= h1(n) + h2(n) 



  

  

heq(-2) heq(-1) heq(0)  

2 1 1  

-1   y(-3)=-2 

0 -1  y(-2)=-1 

1 0 -1 y(-1)=1 

 1 0 y(0)=1 

  1 y(1)=1 

 

y(n)=-2δ(n+3)-1δ(n+2_+1δ(n+1)+1δ(n)+δ(n-1) 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

h1(n) h1(n) 

h2(n) h2(n) 

h4(n) h4(n) 

h3(n) h3(n) h5(n) h5(n) + + + + + + 

x(n) x(n) y(n) y(n) 

h1,2=h1(n)+h2(n)   h12,3=h12(n)*h3(n)=[ h1(n)+h2(n)]* h3(n) h1,2=h1(n)+h2(n)   h12,3=h12(n)*h3(n)=[ h1(n)+h2(n)]* h3(n) 

h123,4=h123(n)+h4(n)    h123,4=h123(n)+h4(n)    



 1 2 3 4 5( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ά h n h n h n h n h n h n

y n x n h n





     

 

 

 

1

0

0 0 1

1

0

1

0

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )?

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
( )

1

n

k

k k

k k

k k

n
k k k

k k k n

nn
k

k

N
n

n

x n a u n

h n u n

y n x n h n

y n x k h n k a u k u n k

y n a u k u n k a u k u n k

y n a u n k a u n k a u n k

a
y n a

a

a

 

 

 

 

 

   













 

    

    

      


 



 

 

 

  



1

1

Na

a





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( ) | | [ ( 4) ( 2)]x n n u n u n     

0 0 1 1 

1 1 0 0 



 

 Απευκείασ Υπολογιςμόσ Συνζλιξθσ 

1 1

0 0 0

1

2 2

( ) ( ) ( ) 0 1

( 2) ( 2) ( 2)

k k k k k k

k k k k

A a u k a u k a u k a a

B b u n b u n b u n b

     

     

  

   

          

          

     

   

 

εξαρτάται από τον όρο του ακροίςματοσ που κια κόψουμε τα όρια. 

0 0

1

4 3

3

3

4 3

( ) ( ) ( )

[ ( 3) u(k 4)] [ ( 3) u(k 4)] [ ( 3) u(k 4)]

[ ( 3) u(k 4)] 7

k k k k

k k k

k k

C c u k c u k c u k c

D d u k d u k d u k

d u k d d

 

   

 

  



 

          

                

     

   

  

 

 

3 3

4

4 2

3

2

3 3

( 3) ( 3) ( 3)

( 3) u( k 2) ( 3) u( k 2) ( 3) u( k 2)

( 3) u( k 2) 6

k k k k

k k k

k k

M m u k m u k m u k m

N n u k n u k n u k

n u k n n

 

   

 

  



 

             

                   

      

   

  

 

 



 

 

 

( ) 22 2
( )

3 ( )

2

( 2) ( 2) ( 2)

1

nk n
k k k k n

n kk k k k n

n

n
n

L l u k l u k l u k l L l

L
l

   


     





               

 

    



 

 

1

0

0 0 0 1

1

0

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (k) ( ) (k) ( ) (k) ( )

( ) ( ) ( k ) ( k ) ( k )

1
( )

1

n

k k k

k k k k

n
k k k k

k k k k n

nn
k

k

x n a u n

h n u n

y n x n h n x k h n k a u u n k a u u n k a u u n k

y n a u n k a u n a u n a u n

a
y n a

a

   

   

  

    





 



          

           


 



   

   



 n=N-1  N=n+1 n=N-1  N=n+1 



1

0

1

1

NN
n

n

a
a

a









  

 

1
11

, 0 1
( ) ( ) ( )1

1
0, 0

n
na

n a
y n ή y n u na

a
n






 

 
  

 

 

 

ΣΕΛΙΔΑ 34 – ΣΧΘΜΑ ΚΑΤΩ-ΚΑΤΩ 

 

Συνζλιξθ με τον εαυτό του να βρω τθν πρϊτθ μθ μθδενικι τιμι και τθν τελευταία.  

 x(-6) …                                 
… 

x(24)  

x(24)…….x(-5) x(-6)   y(-12)=x(-6)·x(-6) 

     

    y(48)=x(24)·x(24) 

   x(24) x(23)…x(-6) 

 

2 2

2 2

( 12) ( 6) 3 9

(48) (24) ( 4) 16

ά y x

y x

     

   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

για n≥0 

για n<0  y(n)=0 

για n≥0 

για n<0  y(n)=0 
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1

0

0

( ) 0.9 ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0.9 ( ) [( ) ( )]

( ) 0.9 ( ) [( ) ( )] 0.9 ( ) [( ) ( )]

( ) 0.9 ( ) ( )

1,
( )

0,

n

k

k k

k k

k k

k

k

x n u n

h n n u n

y n x n h n x k h n k u k n k u n k

y n u k n k u n k u k n k u n k

y n n k u n k

n k
u n k

n k

 

 

 

 







 

         

          

    


 



 

 



0 1

0

0 0

0 0

( 1) ( 1) 1

0 ( ) 0 ( ) 0

0 0.9 ( ) ( ) 0.9 ( ) ( )

( ) 0.9 ( )

( ) 0.9 0.9

( ) 0.9 0.9

1 0.9 (( 1) 1) 0.9 ( 1)
( )

1 0.9

n
k k

k k n

n
k

k

n n
k k

k k

n n
k k

k k

n n

n u n k y n

n n k u n k n k u n k

y n n k

y n n k

y n n k

n n
y n n






  



 

 

  




      

        

  

  

  

     
  



 



 

 
( 1)

2

( 1) ( 2) ( 1)

0.9 0.9

(1 0.9)

1 0.9 0.9 ( 1) 0.9 0.9
( ) , 0

0.1 0.01

n

n n nn n
y n n n



  

 



     
   

 

( 1) ( 2) ( 1)1 0.9 0.9 ( 1) 0.9 0.9
( ) ( )

0.1 0.01

n n nn n
y n n u n

        
   
 

 

 Συνζλιξθ με γραφικι Ρροςζγγιςθ 

( ) ( ) ( )

( ) [1,3]

y n x n h n

x k

 


 

1

0

11

2
0

1

1

( 1)

(1 )

NN
n

n

N NN
n

n

a
a

a

N a Na a
n a

a














  
 







1

0

11

2
0

1

1

( 1)

(1 )

NN
n

n

N NN
n

n

a
a

a

N a Na a
n a

a














  
 







Δυναμοςειρζσ 

 

Δυναμοςειρζσ 

 



 

(0) (0) (0) ( ) (0 ) ( ) ( ) ... 0 (1) ( 1) 0 ... 1
k k

y x h x k h k x k h k x h
 

 

               

 

Γιατί αν δοφμε το ςχιμα, μόνο για τθν τιμι 1 δεν ζχει μθδενικι τιμι ο πολ/ςμοσ του (1) με το (2). 

 



(1) (1) (1) ( ) (1 ) y(1) 1 2 1 1 2 1 3

(2) ( ) (2 ) 1 3 1 2 1 1 6

(3) ( ) (3 ) 1 3 1 2 5

(4) ( ) (4 ) 1 3 3

k

k

k

k

y x h x k h k

y x k h k

y x k h k

y x k h k

















           

        

      

    









 

 

 



 

 Αρχικό Σφςτθμα 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Βιμα 1 

1 2( ) ( ) ( )ah n h n h n   

 

 

 

 

h1(n) h1(n) 

h2(n) h2(n) 

h4(n) h4(n) 

h3(n) h3(n) + + 

h5(n) h5(n) 

+ + 

x(n) x(n) y(n) y(n) 

όταν είναι ςτθ ςειρά (*) 
όταν είναι παράλλθλα (+) 
όταν είναι ςτθ ςειρά (*) 
όταν είναι παράλλθλα (+) 

ha(n) ha(n) 

h4(n) h4(n) 

h3(n) h3(n) 

h5(n) h5(n) 

+ + 

x(n) x(n) y(n) y(n) 



Βιμα 2 

3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )b ah n h n h n h n h n h n      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Βιμα 3 

4 5( ) ( ) ( )ch n h n h n   

 

 

 

 

 

 

 

 

Βιμα 4 

( ) ( ) ( )b ch n h n h n    

 

 

h4(n) h4(n) 

hb(n) hb(n) 

h5(n) h5(n) 

+ + 

x(n) x(n) 
y(n) y(n) 

hb(n) hb(n) 

hc(n) hc(n) 

+ + 

x(n) x(n) 
y(n) y(n) 

hολ(n) hολ(n) 
x(n) x(n) y(n) = x(n)*hολ(n) y(n) = x(n)*hολ(n) 



1 2( ) ( ) ( )ah n h n h n   

3( ) ( ) ( )b ah n h n h n   

4 5( ) ( ) ( )ch n h n h n   

3 4 5

1 2 3 4 5

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) [ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )

b c ah n h n h n h n h n h n h n

h n h n h n h n h n h n





      

    
 

 

Εξίςωςη Διαφορϊν 

0 1

( ) (k) x(n k) a(k) (n k)
q p

k k

y n b y
 

        

- αναδρομικι αν a(k)≠0 

- μθ αναδρομικι αν όλοι οι όροι a(k)=0 

 

 

 ( ) ( )nh n a u n  

 

 

 

 



11ο ΜΑΘΘΜΑ 

 

 

 

 

 

 

1

( ) ( ) ( ) | ( ) |

( ) ( )
tan( ) tan

( ) ( )

j j j j j

R I

j j

I I

j j

R R

H e H e jH e H e e

H e H e

H e H e

    

 

 
  

   

 
    

 

 

 

2 * 2 2

*

| ( ) | ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) j ( )

j j j j j

R I

j j j

R I

H e H e H e H e H e

H e H e H e

    

  

   

 
 

 

 Απόκριςθ Συχνότθτασ  περιοδικι ςυνάρτθςθ με περίοδο 2π 

 

Άςκθςθ: Να βρεκεί θ απόκριςθ ςυχνότθτασ του h(n) = δ(n) + 6δ(n-1) + 3δ(n-2). 

0 1 2

0 2

( ) ( ) [ ( ) 6 ( 1) 3 ( 2)]

( ) ( ) 6 ( 1) 3 ( 2)

( ) (0) 6 (1 1) 3 (2 2)

( ) 1 6 1 3 1 1 6

j jn jn

n n

j jn jn jn

n n n

j j j j

j j j

H e h n e n n n e

H e n e n e n e

H e e e e

H e e e e

  

   

   

  

  

  

  

 
 

 

  
  

  

  

 

        

        

     

         

 

  

23j je e  

 

 

Άςκθςθ 

0

1
, | | 1

1

n

n

b b
b





 



0

1
, | | 1

1
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Κάκε ςφςτθμα είναι και ζνα φίλτρο! 

- Ολοπερατό: |H(ejω)|=c 

- Πταν περνάμε από το πεδίο του χρόνου ςτο πεδίο τθσ ςυχνότθτασ, θ ςυνζλιξθ γίνεται 

πολλαπλαςιαςμόσ. 
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2 2

1 1 1 1

12 2 2
1

2

n

j j j

n

j j j

j

e e

e e e

e

  

  



 
    



  

   
      
   

     
        
      


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3 2 1

3 0

0 1

2 0

( )

i

i i

i

i i

a a a a

a a a

 

  

 

 

 

   

  

 

 

3 2 1

3 0

0 1

2 0

( )

i

i i

i

i i

a a a a

a a a

 

  

 

 

 

   

  

 

 
  

  

f(n) f(n) 

g(n) g(n) 

+ + 
x(n) x(n) y(n) y(n) ω(n) ω(n) 

k(n) k(n) Δεν είναι παράλλθλα! Δεν είναι παράλλθλα! 

(ςχιμα α) (ςχιμα α) 

Δικτφωμα 

ανάδραςθσ 

Δικτφωμα 

ανάδραςθσ 

Πταν προκφψει το y(n) κα μπει ςαν είςοδο ςτο g(n), ςτθ ςυνζχεια κα 

προςτεκεί με το x(n) και μπαίνουν ςτο f(n) 

Πταν προκφψει το y(n) κα μπει ςαν είςοδο ςτο g(n), ςτθ ςυνζχεια κα 

προςτεκεί με το x(n) και μπαίνουν ςτο f(n) 



 Απόκριςθ ςυςτιματοσ ςτο δίκτυο ανάδραςθσ 

 

 

 

 

 

 

 

από το ςχιμα α: 

(1) ( ) ( ) ( )

(2) ( ) ( ) ( )

(3) ( ) ( ) ( )

(2), (3) ( ) ( ) ( ) ( ) (4)

(1), (4) ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

DTFT

j j j j j j

j

y n n f n

n x n k n

k n y n g n

n x n y n g n

y n x n y n g n f n

y n x n f n y n g n f n

Y e X e F e Y e G e F e

Y e Y

     









 

 

 

   

     

     

     

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )(1 ( ) ( )) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) 1 ( ) ( )

j j j j j

j j j j j

j j
j

j j j

e G e F e X e F e

Y e G e F e X e F e

Y e F e
H e

X e G e F e

    

    

 


  

    

    

 
 

 

 

Άςκθςθ: 

 

 

 

 

 

 

h(n) h(n) 
x(n) x(n) y(n) y(n) 

X(ejω) X(ejω) H(ejω) H(ejω) Y(ejω) Y(ejω) Y( )
( )

( )

j
j

j

e
H e

X e







Y( )
( )

( )

j
j

j

e
H e

X e





   

h1(n) h1(n) + + 
x(n) x(n) y(n) y(n) h2(n) h2(n) 

h4(n) h4(n) 

+ + 

h3(n) h3(n) 

f(n) f(n) 

g(n) g(n) 



ςφμφωνα με το προθγοφμενο: 

 
1 2

3 4 1 2

1 2 1 2

3 4 3 4

( ) ( )
( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

g( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

j j
j

j j j j

DTFT
j j j

DTFT
j j j

H e H e
H e

H e H e H e H e

f n h n h n F e H e H e

n h n h n G e H e H e

 


   

  

  




   

    

    

 

 

 

Άςκθςθ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 2 3 1 2 3

4

4 5

1 2 3

4
1 2 3

4 5

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( ) ( ))

( )
g( ) ( )

1 ( ) ( )

( ) ( ( ) ( ))F( )
( )

( )1 ( ) ( )
1 ( ) ( ( ) (

1 ( ) ( )

DTFT
j j j j

j
j

j j

j j jj
j

jj j
j j j

j j

f n h n h n h n F e H e H e H e

H e
n G e

H e H e

H e H e H ee
H e

H eG e F e
H e H e H e

H e H e

   




 

  


 
 

 

      

 
 

 
 

 
   

 
))

 

 

 

 

 

h1(n) h1(n) + + 
x(n) x(n) 

y(n) y(n) 

h2(n) h2(n) 

h5(n) h5(n) 

+ + h4(n) h4(n) 

f(n) f(n) 

g(n) g(n) 

h3(n) h3(n) 

+ + 



Άςκθςθ: 

Γενικι εξίςωςθ  Απόκριςθ Συχνότθτασ 

( ) 1.34 ( 1) 0.9 ( 2) ( ) 1.41 ( 1) ( 2)y n y n y n x n x n x n          

 

 

(1) (2) (1) (2)

2 2

2

( ) 1.34 ( ) 0.9 ( ) ( ) 1.41 ( ) ( )

( ) 1.34 ( ) 0.9 ( ) ( ) 1.41 ( ) ( )

( )(1 1.34 0.9 ) ( )(1 1.41

j j j j j j j j j j

j j j j j j j j j j

j j j j j

Y e e Y e e Y e X e e X e e X e

Y e e Y e e Y e X e e X e e X e

Y e e e X e e e

         

         

    

   

   

   

     

     

     2

2

2

)

( ) 1 1.41
( )

( ) 1 1.34 0.9

j

j j j
j

j j j

Y e e e
H e

X e e e



  


  

 

 



 
 

 

 

 

Άςκθςθ: 

Απόκριςθ Συχνότθτασ  Γενικι εξίςωςθ 

3

2

3 2

3 2

( ) 1 0.5
( )

( ) 1 0.5 0.75

( )(1 0.5 ) ( )(1 0.5 0.75 )

( ) 0.5 ( ) ( ) ( ) 0.5 ( ) 0.75 ( )

( ) 0.5 ( 1) (

j j j
j

j j j

j j j j j j

IDTFT
j j j j j j j j j j

Y e e e
H e

X e e e

X e e e Y e e e

X e e X e e X e Y e e Y e e Y e

x n x n x n

  


  

     

         

 

 

   

   

 
  

 

     

     

   3) ( ) 0.5 ( 1) 0.75 ( 2)

( ) 0.5 ( 1) 0.75 ( 2) ( ) 0.5 ( 1) ( 3)

y n y n y n

y n y n y n x n x n x n

      

         

 

 

Άςκθςθ: 

( ) 0.25 ( 1) ( ) ( 2)

( ) ( ) ( ) 1
DTFT

j

y n y n x n x n

x n n X e 

    

  
 

Ροια είναι θ είςοδοσ; 

 

 

DTFT DTFT 

DTFT DTFT 



2

2

2

2 2

2

( ) 0.25 ( ) ( ) ( )

( ) 0.25 ( ) 1 1

( )(1 0.25 ) 1

1 1
( )

1 0.25 1 0.25 1 0.25

( ) 0.25 ( ) 0.25 ( 2)

j j j j j j

j j j j

j j j

j j IDTFT
j

j j j

n n

Y e e Y e X e e X e

Y e e Y e e

Y e e e

e e
Y e

e e e

y n u n u n

     

   

  

 


  

 

 

 

 

  



   

    

   


   

  

  

 

 

Άςκθςθ: 

κρουςτικι απόκριςθ του αντίςτροφου ςυςτιματοσ? 

1

1
1

4( )
1

1
2

:

1
1

1 1 1 12( )
1 1 1( ) 2 1 4

1 1 1
4 4 4
1

1
2

1 1 1
( ) ( ) ( 1)

4 2 4

j

j

j

j
j

j

j j
j j j

j

n n
IDTFT

e

H e

e

ί ύ

e
e

G e
H e e

e e e

e

g n u n u n












 
  



  









  







 





     


  



   
      

   
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Άςκθςθ: 

( )
1.1 cos( )

j
j e

H e








 Γενικι εξίςωςθ? 

Euler 



cos( ) cos( )

sin( ) sin( )

cos( ) sin( ) (A)

cos( ) sin( ) cos( ) sin( ) (B)

(A) (B) cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

1 1
2cos( ) cos( )

2 2

(A) (B) cos(

j

j j

j j

j j j j

j j

e j

e j e j

e e j j

e e e e

e e



 
 

 

 

   

 

 

   

   

 



 
 

 



 



 

      

       

     

    ) sin( ) cos( ) sin( )

1 1
2 sin( ) sin( )

2 2

( )
( )

1 11.1 cos( ) ( )
1.1

2 2

1 1
( ) 1.1 ( )

2 2

1 1
1.1 ( ) ( )

2 2

j j j j

j j j
j

j
j j

j j j j j

j j j

j j

e e j e e
j j

e Y e e
H e

X e
e e

Y e e e X e e

Y e e Y e e

   

  



 

    

  

  

 



 







   

     

   
  

  
 

  
        

  

  

 

( ) ( )

0 ( 2 ) 0

( ) ( )

1 1
1.1 ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 1
1.1 ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 1
1.1 ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

je
j j j j

j j j j j j j j j

j j j j j j j j j j j

j j j j j j

Y e e X e

e Y e e Y e e Y e e e X e

e Y e e Y e e Y e e X e

e Y e e Y e e Y e e X e



   

        

          

     



  

      

 

 

 
     

 

    

    

( 2 )1 1
1.1 ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 1
1.1 ( 1) ( ) ( 2) x(n)

2 2

1 1
( ) 1.1 ( 1) ( 2) x(n)

2 2

( ) 2.2 ( 1) ( 2) 2 x(n)

j j j j j j

IDTFT

e Y e Y e e Y e X e

y n y n y n

y n y n y n

y n y n y n

          

      

       

        

 

 

 

 

a a a    a a a       



Άςκθςθ: 

( ) ( ), | | 1

( ) ( ), | | 1

( ) ( ) ( ) ?

( ) ( ) ( )

1
( )

1 1 11
( ) ( ) ( )

1 1 1 (1 ) (1 )
( )

1

1 1

n

n

DTFT

j j j

j

j
j j j

j j j j
j

j

j j

h n a u n a

x n b u n b

y n h n x n

Y e H e X e

X e
b e

Y e H e X e
a e b e a e b e

H e
a e

A B A

a e b e

  




  

   




 



   



 

 

 

  

 


  

      
        

  

 
   



(1 ) (1 )

1 1 (1 ) (1 )

( ) 1

1 1 1 1

0 (1 ) 0 0 ( )

1

1

j j j j

j j j j

j

b e B a e A Ab e B Ba e

a e b e a e b e

έ

A B Ab Ba e

A B B A B A B A

Ab Ba Ab A a Ab a Aa A b a a

B A

Ba
A

b a

   

   



  

   

   



        
 

        

     

          
      

             

  


  
   

1

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

IDTFT
j n n

j j

a b a a b
A B

b a b a b a b a

ά

a b

a bb a b aY e y n a u n b u n
a e b e b a b a



 



 

 
        

    


      

     
 

Άςκθςθ: 

( ) 0.5 ( 1) ( )y n y n bx n    

Να βρεκεί θ τιμι του b που για ςυχνότθτα 0 το μζτρο τθσ απόκριςθσ είναι 1.  



0

2 2
2

2 2 2
2

| ( ) | 1

( ) 0.5 ( ) ( )

( )(1 0.5 ) ( )

( )
( )

( ) 1 0.5

| ( ) | ...
(1 0.5 )(1 0.5 ) 1.25 cos( )

| ( ) | 1 1 1
1.25 cos( ) 1.25 1 0.

|j

w

IDTFT
j j j j

j j j

j
j

j j

j

j j

j

H e

Y e e Y e bX e

Y e e bX e

Y e b
H e

X e e

b b
H e

e e

b b b
H e



   

  




 



 



















   

  

 


   
  

     
 

2

1
25

0.25 0.5b b

 

   

 

 

Δειγματοληψία 

 

( ) ( )

1
F

2

a s

n

s

s

s

s

S t t nT

T

T










 







 

 

 

 



Άςκθςθ: 

( ) cos(2 200 2 )

1000
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

 

         
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 Μεταςχηματιςμόσ Ζ 
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
 





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3 2 0 3 2
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
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Μθδενικά 0 

- Για z=2  B(2)=0  x(2)=0/A(z)=0 

- Για z=3-2j  B(3-2j)=0  x(3-2j)=0/A(z)=0 

Ρόλοι x 

Υπερςφνολο του μεταςχθματιςμοφ 

Fourier ςτο διακριτό χρόνο 

Υπερςφνολο του μεταςχθματιςμοφ 

Fourier ςτο διακριτό χρόνο 

μθδενικά: ρίηεσ Β(z) 
πόλοι: ρίηεσ A(z) 

 

μθδενικά: ρίηεσ Β(z) 
πόλοι: ρίηεσ A(z) 

 



- Για z=-1  A(-1)=0  x(-1)=B(z)/0=∞ 

- Για z=1-4j  A(1-4j)=0  x(1-4j)=B(z)/0=∞ 

 

 

Άςκθςθ: 
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Άςκθςθ: 
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1 3

z z z
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 

 

 


 
 

Δίνεται ο μεταςχθματιςμόσ z. Θ περιοχι ςφγκλιςθσ περιλαμβάναι το μοναδιαίο κφκλο  άρα ορίηεται ο 

Fourier 

ω=π 

ω=0   DTFT=? 
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Μθδενικό  z=0 

Ρόλοσ  z=a 

 

 

 

 

Im(z) Im(z) 

Re(z) Re(z) 1 1 
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-1 -1 

-1 -1 

x(ej0)|ω=0 x(ej0)|ω=0 

x(ejω)|ω=π x(ejω)|ω=π 
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Im(z) Im(z) 

Re(z) Re(z) 
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Ρ.Σ. Ρ.Σ. 
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 
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Άςκθςθ: 

1 2

1
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1

1
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1
1

2

1
( ) , . . :| z | 2
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1 1
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1

2

1
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z
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z

z








 
   
 

 

   



   


   




   

 

 

 

 

 

 

 

 

Αλλαγι ορίου ϊςτε να χτίςω 

το άκροιςμα μου και να ζρκω 

ςε αυτι τθ μορφι 

Αλλαγι ορίου ϊςτε να χτίςω 

το άκροιςμα μου και να ζρκω 

ςε αυτι τθ μορφι 

Im Im 

Re Re 

1 1 2 2 

2 2 1/2 1/2 |z| |z| 



 

Άςκθςθ: 

 

 

Μθδενικά:  Ρόλοι: 

z1=-4+η   z4=-2-3η 

z2=1   z5=0 

z3=4+2η   z6=1+3η 

   z7=1+4η 

1 2 3

4 5 6 7
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  

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
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1 0.7

( ) 0.7 ( 1)n

x z
z

x n u n






  

 

 

 

Δεν μπορϊ να ζχω και μθδενικό 

και πόλο ςτο ίδιο ςθμείο γιατί 

αλλθλοεξουδετερϊνονται όταν 

τα βάλουμε ςτο κλάςμα. 

Δεν μπορϊ να ζχω και μθδενικό 

και πόλο ςτο ίδιο ςθμείο γιατί 

αλλθλοεξουδετερϊνονται όταν 

τα βάλουμε ςτο κλάςμα. 

Im(z) Im(z) 

Re(z) Re(z) 0.7 0.7 
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-0.7 -0.7 

-0.7 -0.7 
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αφοφ για ω=π βρίςκεται εκτόσ τθσ περιοχισ ςφγκλιςθσ, ο μεταςχθματιςμόσ Fourier δεν ορίηεται.  
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 Θεϊρθμα Αρχικισ Τιμισ 
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Άςκθςθ: 
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Αφοφ για n<0 δεν είναι παντοφ 0, τότε δεν ςυμπεριλαμβάνεται το ∞ και ομοίωσ αφοφ δεν είναι για n>0 

πάντα 0, δεν ςυμπεριλαμβάνεται το 0.  
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Άρα θ περιοχι ςφγκλιςθσ κα είναι θ τομι όλων. 

 

Άςκθςθ: 
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Άςκθςθ: 
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Ο ζνασ μεταςχθματιςμόσ εξουδετζρωςε τον άλλον γι’ αυτό θ περιοχι ςφγκλιςθσ δεν είναι θ τομι, αλλά 

μόνο τθσ μοναδιαίασ. 

 

 

Άςκθςθ: 
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Αρχικζσ ςυνκικεσ-

ςτιγμζσ εκκίνθςθσ 

Αρχικζσ ςυνκικεσ-

ςτιγμζσ εκκίνθςθσ 
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Ανάλυςη Μεταςχηματιςμοφ ΢υςτημάτων 

 

 

 

 

 

 

 

 

H(z) H(z) 
X(z) X(z) Y(z)=X(z)·H(z) Y(z)=X(z)·H(z) 

h(n) h(n) 
x(n) x(n) y(n)=x(n)*h(n) y(n)=x(n)*h(n) 

H(ejω) H(ejω) 
X(ejω)

) 

X(ejω)

) 

Y(ejω)=X(ejω)·H(ejω) Y(ejω)=X(ejω)·H(ejω) 

z z z z z z 

ΡΕΔΙΟ Η 

(ΣΥΝΕΧΕΣ) (z) 

ΡΕΔΙΟ Η 

(ΣΥΝΕΧΕΣ) (z) 

ΡΕΔΙΟ Χ΢ΟΝΟΥ 

(ΔΙΑΚ΢ΙΤΟ)  (n) 

ΡΕΔΙΟ Χ΢ΟΝΟΥ 

(ΔΙΑΚ΢ΙΤΟ)  (n) 

ΡΕΔΙΟ 

ΣΥΧΝΟΤΘΤΑΣ 

(ΣΥΝΕΧΕΣ) (ω) 

ΡΕΔΙΟ 

ΣΥΧΝΟΤΘΤΑΣ 

(ΣΥΝΕΧΕΣ) (ω) 

IDTFT IDTFT DTFT DTFT IDTFT IDTFT IDTFT IDTFT DTFT DTFT DTFT DTFT 

ςυνάρτθςθ 

μεταφοράσ 

ςυνάρτθςθ 

μεταφοράσ 

κρουςτικι 

απόκριςθ 

κρουςτικι 

απόκριςθ 

απόκριςθ 

ςυχνότθτασ 

απόκριςθ 

ςυχνότθτασ 



Ευςτάθεια 

Αν μζςα ςτθν περιοχι ςφγκλιςθσ περιλαμβάνεται ο μοναδιαίοσ κφκλοσ τότε το ςφςτθμα είναι 

ευςτακζσ. 

 

 

 

 

 

 

 

Αιτιότητα 

 

 

 

 

 

 

 

Ρ.Σ. ςτθν εξωτερικι επιφάνεια του κφκλου με r=a 

Πραγματοποιήςιμο  ευςταθέσ + αιτιατό 
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αιτιατό αιτιατό 
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μθ αιτιατό μθ αιτιατό 
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-α -α 

1 1 

1 1 

-1 -1 

-1 -1 

 αιτιατό 

 ευςτεκζσ 

|z|>|a| 

|a|<1 

 αιτιατό 

 ευςτεκζσ 

|z|>|a| 

|a|<1 



ΣΕΛΙΔΑ 74-ΣΧΘΜΑ 
ΚΑΤΩ 

αιτιατό μθ-αιτιατό 

Ευςτακζσ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

μθ-ευςτακζσ 
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Άςκθςθ: 

πραγματοποιιςιμο  ευςτακζσ + αιτιατό 

Ρ.Σ. |z|>a 

Im(z) Im(z) 

Re(z) Re(z) α α 1 1 

|a|<1 |a|<1 

Im(z) Im(z) 
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Re(z) Re(z) α α 1 1 

|a|<1 |a|<1 
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
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  


 

Ρόλοσ: zp 

z≤a<1 

 

 

 

 

 

 

 

Σε μια ςυνάρτθςθ μεταφοράσ οι πόλοι ΑΡΟΚΛΕΙΕΤΑΙ να βρίςκονται μζςα ςτο πεδίο ςφγκλιςθσ επειδι 

ςτ Ρ.Σ. ζχει παντοφ τιμι. Δεν ∞ !! 

Για ζνα πραγματοποιιςιμο ςφςτθμα οι πόλοι βρίςκονται εςωτερικά του μοναδιαίου κφκλου.  

π.χ. H(z) 

με πόλο 3+4j μπορεί να είναι πραγματοποιιςιμο? 

Im(z) Im(z) 

Re(z) Re(z) α α 

α α 

-α -α 

-α -α 

1 1 

1 1 

-1 -1 

-1 -1 



 

Δεν μπορεί να είναι πραγματοποιιςιμο διότι ο μοναδιαίοσ κφκλοσ βρίςκεται ςτο εςωτερικό του 

ςθμείου. 

 

 Ρραγματοποιιςιμο = ευςτακζσ + αιτιατό 

o ευςτακζσ = Ρ.Σ. C μον. κφκλο 

o αιτιατό = Ρ.Σ. |z|<a   Ρόλοι ςτο εςωτερικό του μοναδιαίου κφκλου 

o πόλοι = Ρ.Σ. 
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Να ςχεδιαςτοφν ςτο μιγαδικό επίπεδο οι πόλοι και τα μθδενικά 

Μθδενικά: 
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Ρόλοι: 
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Αντίςτροφα ςυςτήματα 
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Το πεδίο ςφγκλιςθσ του G(z) πρζπει να είναι επικαλυπτόμενο με το πεδίο ςφγκλιςθσ του H(z). 
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Άςκθςθ: 
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 Ολοπερατά φίλτρα 

απόκριςθ ςυχνότθτασ 1 |H(ejω)|=1 

 

Αφινει να περάςουν όλεσ οι ςυχνότθτεσ από μζςα του, χωρίσ να μεγαλϊςει  ι να μικρφνει καμία.  

Το χρθςιμοποιοφμε για να αλλάξουμε τθ κζςθ των πόλων και των μθδενιςτϊν. 

 

 

  

Το πλάτοσ κα είναι ίδιο αλλά κα ζχει αλλάξει θ φάςθ (θ κζςθ των πόλων και των μθδενιςτϊν). 

 

Άςκθςθ: 

hAU(n) hAU(n) 
x(n) x(n) y(n)=x(n)* hAU(n) y(n)=x(n)* hAU(n) Y(ejω)=X(ejω)* HAU(ejω) Y(ejω)=X(ejω)* HAU(ejω) 
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Τα ολοπερατά φίλτρα δεν επθρρεάηουν το πλάτοσ του ςυςτιματοσ αλλά τθ φάςθ του. 
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Διαλζγουμε τθν πάνω περιοχι ςφγκλιςθσ γιατί κα πρζπει να επικαλφπτεται με τθν περιοχι ςφκλιςθσ 

τθσ εξόδου του ςυςτιματοσ. 
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Αν βάλω k μεγαλφτερο του 0.2, τότε ο πόλοσ κα μπει εντόσ του μοναδιαίου κφκλου και το ςφςτθμα κα 

γίνει ευςτακζσ! 
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άρα το ςφςτθμα είναι ζνα ολοπερατό φίλτρο. 
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α) Συνάρτθςθ μεταφοράσ 
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αιτιατό, μθ ευςτακζσ 

β) G(z) ςε ςειρά ϊςτε να μθν πειραχτεί θ κρουςτικι αλλά να γίνει ευςτακζσ 
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Μεταςχηματιςμόσ DFT Fourier 
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- Κυκλική Μετατόπιςη 
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 Τλοποίηςη ΢υςτημάτων Διακριτοφ Χρόνου 

1) FIR (πεπεραςμζνθσ κρουςτικισ απόκριςθσ) 

πεπεραςμζνου μικουσ, π.χ. y=2x(n)-5x(n-3) με q=3 (*) 

2) IIR (άπειρθσ κρουςτικισ απόκριςθσ) 

π.χ. u(n)  π.χ. y(n)=2x(n)-3x(n-2)+y(n-2) (**) 

Ανάλογα με το μικοσ του ςυςτιματοσ χωρίηονται. 
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Θ ΜΟ΢ΦΘ ΙΙ υπερτερεί τθσ ΜΟ΢ΦΘΣ Ι γιατί γλιτϊνουμε ζναν κακυςτερθτι. 
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